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Математическая формулировка целевой функции и ограничений в задачах оптимизации инвестицион-
ных проектов обычно включает различные экономические показатели, значение которых зависят от многих 
факторов. Общим недостатком имеющихся показателей эффективности инвестиционных проектов является 
требование определенности входных данных, которая достигается путем применения средневзвешенных 
значений входных параметров, что, может привести к получению значительно смещенных точечных оценок 
показателей эффективности и риска инвестиционных проектов. Попытка сделать модель более представи-
тельной путем введения дополнительных связей делает ее громоздкой и аналитически неразрешимой. 
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The mathematical formulation of the objective function and constraints in the optimization problems of 
investment projects typically includes various economic indicators, the value of which depend on many factors. 
A common drawback of existing indicators of efficiency of investment projects is the requirement of certainty of 
the input data, which is achieved by applying a weighted average of values of input parameters that may lead to 
significantly biased point estimates of efficacy and risk of investment projects. Attempt to make the model more 
representative by introducing additional relations makes it cumbersome and analytically intractable.
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Очевидно, что требование детерминиро-
ванности входных данных является неоправ-
данным упрощением реальности, так любой 
инвестиционный проект характеризуется 
множеством факторов неопределенности [6].

Теория нечетких множеств позволяет более 
детально интерпретировать результаты наблюде-
ний, полученных опытным путем, т.к. дает иссле-
дователю основания для анализа неоднородных 
и недостаточных выборок, которые классическая 
теория вероятности законно игнорирует [7].

В [4] предложен альтернативный под-
ход, базирующийся на включении в модель 
описания экспертного понимания природы 
этих параметров в нечеткой форме. Автор 
предлагает рассматривать входящие пара-
метры как нечеткие числа с соответствую-
щим инструментарием их анализа. 

Используя этот подход и описанную модель 
[1–3], в данной статье приводятся расчеты задачи 
оптимального финансирования инвестиционных 
проектов, позволяющей максимизировать полу-
чаемый предприятием доход с использованием 
параметров в форме нечетких множеств.

Задача оптимального финансирования 
инвестиционных проектов, 

позволяющая максимизировать 
получаемый предприятием доход

Дадим ряд определений, используемых 
в данной работе [4].

Опр. Нечеткое подмножество А мно-
жества Х – это семейство подмножеств 

XА ⊆α  где ∈α  в [0,1], обладающее следу-
ющими свойствами:

1. А0 = Х обладающее следующими,
2. XА ⊆α , если 10 ≤<≤ βα ,

3. U
βα
αβ

<≤

=
0

АА
 
.

Нечеткое подмножество А множества Х 
называется нечетким множеством. 

Нечёткое множество A задаётся посред-
ством функции принадлежности. Значение 
есть число, лежащее между 0 и 1, показыва-
ющее степень принадлежности элемента x 
нечёткому множеству A [5].

Опр. Пусть ]1,0[}{ ∈= ααAA  – нечеткое под-
множество из Х. Функция определяемая как 

]1,0[: →Õαµ , определяемая как:

}],1,0[/sup{)( ααµ Axaax ∈∈= ,
называется функцией принадлежности, а ее 

значения )(xαµ  степенью принадлежности 
х нечеткому множеству А.

Равенство 1)( =xαµ  означает, что x точ-
но принадлежит множеству A; равенство 

0)( =xαµ  говорит о том, что x точно не при-
надлежит множеству A. Т. о. нечёткие мно-
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жества отличаются от обычных множеств 
тем, что допускают промежуточные степе-
ни принадлежности, например, 5,0)( =xαµ .

Далее мы будем предполагать, что не-
чёткое множество A нормировано, т.е. су-
ществует такой элемент x, что 1)( =xαµ .

Для любого числа α, 0<α≤1 α-срезом 
нечёткого множества A называется под-
множество })(/{ αµα

α ≥∈= xXxA . 1-срез 
называют ядром нечёткого множества A. За-
метим, что нечёткое множество однозначно 
восстанавливается по своим срезам. 

Когда X=R – множество вещественных 
чисел, говорят о нечётких числах. Для прак-
тических вычислений удобно работать с 
треугольными числами.

Пусть, а=(аL, аC, аR) – треугольное не-
четкое число и аL<аC<аR, где аL – называется 
левым значением числа а, аC – средним, а аR 
– правым значением числа а. Тогда функция 
принадлежности задается выражением:

}},min{,0max{)(
CR

R

LC

L

aa
ta

aa
att

−
−

−
−

=αµ      (1)

Примечание: любое действительное 
число можно представить в виде нечеткого, 
при условии, что аL=аC=аR

Нечёткие числа можно складывать, вы-
читать, умножать и делить, как и обычные 
числа [4]. Операции на нечётких числах 
определяются посредством следующего 

принципа расширения: Пусть ),( bafc =
– произвольная числовая функция, напри-

мер, функция сложения babaf +=),( . Тог-

да значение ),( BAfC =  этой функции на 
нечётких числах A и B имеет функцию при-
надлежности, вычисляемую по следующей 
формуле:

))(),(min(sup)(
),(:).,(

xxx BA
yxfzyx

C µµµ
=

=

В этом случае α-срезы нечёткого множе-
ства C имеют вид: 

},/),({ ααα BbAabafcC ∈∈==
Применяя принцип расширения к ариф-

метическим операциям и трапециевидным 

нечётким числам, мы получим следующие 
правила сложения и вычитания: 

(аL, аC, аR)+ (bL, bC, bR)= 
(аL+ bL, аC+ bC, аR+ bR).

Рассмотрим случай, когда предприятие 
рассматривает различные инвестиционные 
проекты. Через 7 месяцев ему необходимо 
получить доход размером в 2 000 000 ру-
блей, при этом возвратность кредита через 
3 месяца должна составить 900 000 долла-
ров [1-3]. Процент прибыли по каждому из 
проектов четко не определен и представим 
в виде треугольных нечетких чисел.

Задача состоит в том, чтобы найти стра-
тегию максимизации величины ресурсов в 
конце данного семилетнего периода. Эта за-
дача оптимального инвестирования может 
быть сформулирована как задача нечетко-
го линейного программирования с целевой 
функцией:

max)1( 772211 →+++ puxcxc          (2)

при ограничениях:
,2121211 =++ pxaxa 1

,0)1( 21122221 =−+++ ppuxaxa 1

,9,0)1( 32223231 =−+++ ppuxaxa 1

,0)1( 43324241 =−+++ ppuxaxa 1

,0)1( 54425251 =−+++ ppuxaxa 1   (3)
,0)1( 6556261 =−+++ ppuaxa 1

,0)1( 76627271 =−+++ ppuxaxa 1

,0,,,,,,,, 76543212 ≥pppppppxx1

где сi – нечеткий доход от i-го проекта, i=
2,1 , в j-ом году,  j= 7,1 ; aij – нечеткий доход/

затраты от i-го проекта, i= 2,1 , в j-ом году, j=
7,1 ; ui – нечеткая процентная ставка в j-ом 

году, j= 7,1 ; хi – мера участия в i-ом проекте, 
i= 2,1 ; pj   – распределение ресурсов в j-ом 
году, j= 7,1 ; «+» – расширенное сложение 
[4]; «=» – отношение нечеткого равенства.

Будем предполагать, что рассмотренные 
параметры являются треугольными нечет-
кими числами следующего вида:

с1=(4,6,8), 
с2=(3,5,7), 

a11=(6,10,14),
a12=(3,6,9),

a21=(-4,-2,0),
a22=(1,2,3),
a31=(6,8,10),
a32=(6,12,18),

a41=(7,8,9),
a42=(6,10,14),
a51=(3,5,7),
a52=(8,9,10), 
a61=(6,11,16),
a62=(7,10,13),
a71=(6,8,10),
a72=(3,5,7),

u1=(0,001;0,002; 0,003), 
u2=(0,001;0,002; 0,003), 
u3=(0,001;0,003; 0,005), 
u4=(0,002;0,004; 0,006), 
u5=(0,001;0,004; 0,007),
u6=(0,003;0,004; 0,005).
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Пусть 0,,., 4321 ≥xxxx , исключая случай 
04321 =+++ xxxx , т.е. исключается ситу-

ация, при которой инвестор не участвует ни 
в одном проекте.

По принципу расширения левые ча-
сти ограничений (2), являются треуголь-
ными нечеткими числами следующего 
вида [4]:

),914,610,36( 1211211211 pxxpxxpxxL ++++++=

),03,13,02,122,01,14( 212212121212 ppxppxxppxxL −+−++−−++−=

 ),03,11810,02,1128,01,166( 3221322132213 ppxxppxxppxxL −++−++−++=

 ),03,1149,02,1108,01,167( 4321432143214 ppxxppxxppxxL −++−++−++=

 ),06,1107,04,195,02,183( 5421542154215 ppxxppxxppxxL −++−++−++=

 ),07,11316,04,11011,01,176( 6521652165216 ppxxppxxppxxL −++−++−++=

 ).05,1710,04,158,03,136( 7621762176217 ppxxppxxppxxL −++−++−++=  

 
Применяя (1) вычислим функции принадлежности для 7654321 ,,,,,, LLLLLLL :

),1414914,1010610,6636( 1432114321143211 pxxxxpxxxxpxxxxL ++++++++++++=

}}
34

914,
34

36min{,0max{)(
21

121

21

121
1 xx

tpxx
xx
pxxttL +

−++
+

−−−
=µ  

}}
01,02

03,13,
01,02

01,14min{,0max{)(
121

212

121

2121
2 pxx

tppx
pxx
ppxxttL ++

−−+
+−

+−−+
=µ  

}}
01,062

03,11810,
01,062

01,066min{,0max{)(
221

3221

221

3221
3 pxx

tppxx
pxx

ppxxttL ++
−−++

++
+−−−

=µ  

}}
01,04

03,1149,
01,04
01,167min{,0max{)(

321

4321

321

4321
4 pxx

tppxx
pxx

ppxxttL ++
−−++

++
+−−−

=µ  

}}
02,02

06,1107,
02,02

02,183min{,0max{)(
421

5421

421

5421
5 pxx

tppxx
pxx

ppxxttL ++
−−++

++
+−−−

=µ  

}}
03,035

07,11316,
03,035

01,176min{,0max{)(
521

6521

521

6521
6 pxx

tppxx
pxx
ppxxttL ++

−−++
++

+−−−
=µ  

}}
01,022

05,1710,
01,022

03,136min{,0max{)(
621

7621

621

7621
7 pxx

tppxx
pxx
ppxxttL ++

−−++
++

+−−−
=µ  

Допустимое решение задачи нечеткого 
линейного программирования (3) являет-

ся нечетким множеством, определенным 
функции принадлежности:

}),0(),0(),0(),0(),9,0(),0(),2(min{),,,,(
765432132121 LLLLLLLX pppxx µµµµµµµµ =

Используя методику [4] найдем допу-
стимые решения задачи:

,2121211 =++ pxaxa 1

,0)1( 21122221 =−+++ ppuxaxa 1

,9,0)1( 32223231 =−+++ ppuxaxa 1

,0)1( 43324241 =−+++ ppuxaxa 1   (4)

,0)1( 54425251 =−+++ ppuxaxa 1

,0)1( 6556261 =−+++ ppuaxa 1

,0)1( 76627271 =−+++ ppuxaxa 1

,1, 2 ≤xx1

,0,,,,,,,, 76543212 ≥pppppppxx1

Удовлетворяющее решение будет иметь вид:

}}
1414911

1414914
,

66367
6636

min{,0max{)(
4321

4321

14321

14321

pxxxx
tpxxxx

pxxxx
pxxxxt

tZ ++++
−++++

++++
++++−

=µ
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Чтобы найти max-удовлетворяющее 

решение это множество векторов  

х *= ( α,,,,,,,,, 76543212 pppppppxx1 ) ,   
для которых выполняется условие (4).

Применение пакета Microsoft Office 
Solver позволило вычислить следу-

ющее оптимальное решение задачи 
(2)-(3).

Таким образом, формулировка задачи не-
четкого линейного программирования позво-
ляет находить оптимальное решение в услови-
ях неопределенности параметров модели, а так 
же дает учитывать различные требования.

 .99.0,0,0,0,0,741,17,811,0,0,1,605,0 76543212 ========== αpppppppxx1
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